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1. Введение

В процессе создания новых деталей машин проек-
тировщик должен всегда стремиться к максимальной 
эффективности проекта. Одним из составляющих та-
кой эффективности является требование равнонапря-
жённости деталей. Это обеспечивает максимальное 
значение отношения «сопротивление/масса» и, соот-
ветственно, минимальную материалоемкость изделия 
в целом.

К сожалению, добиться полного равенства напря-
жений во всех точках детали невозможно даже для 
статической задачи. Это объясняется различным вли-
янием нагружения на отдельные элементы деталей 
сложной формы, неоднородностью их материала и 
другими конструктивными и технологическими осо-
бенностями. Поэтому любая попытка проектирования 
равнонапряженных деталей будет лишь способом при-
близиться к максимуму эффективности. 

Известно, что, например, в корпусах аппаратов, 
работающих под давлением, наиболее слабым элемен-
том, с точки зрения неравномерности распределения 
напряжений, является плоское днище, в связи с чем 
приходится увеличивать его толщину в 3–5 раз по 
сравнению с толщиной стенки. 

Решение этой проблемы предложено путем замены 
плоского днища на днище, имеющее от центра к пери-
ферии переменную толщину. Расчет такой толщины, 
которая обеспечивает наибольшее приближение дни-
ща под нагрузкой к равнонапряженному состоянию, 
является актуальным направлением исследований.

2. Анализ литературных данных и постановка проблемы

Большинство машиностроительных деталей и уз-
лов содержат технологические полости и отверстия. 
Они не нужны для выполнения деталями функци-
ональных «обязанностей» и придают этим деталям 
причудливые, зачастую нетехнологичные формы. 
Конструкторы, например, интуитивно заменяют в 
объектах проектирования круглый сплошной прокат 
на трубу, круглую трубу на эллиптическую, удаляют 
часть «тела» зубчатых колес, конструкционных пане-
лей и многое другое [1].

Наиболее ярко это проявляется в деталях, предна-
значенных для объектов транспорта, отсюда, напри-
мер, сложные формы деталей фюзеляжа самолетов 
и ракет [2], кузовов автомобилей [3]. От правильно 
рассчитанной формы зависит надежность ответствен-
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ных деталей – лопаток турбин [4] и многое другое. Цель 
такого усложнения – получить равнонапряженную де-
таль или узел, что, как известно [5, 6], позволяет полу-
чить наиболее благоприятное соотношение масса дета-
ли/ее напряженно-деформированное состояние (НДС).

Еще одним примером таких конструкций являют-
ся сосуды, работающие под давлением, их корпуса и 
днища [7]. Наиболее распространенными элементами 
существующих корпусных конструкций сосудов яв-
ляются пластины и оболочки постоянной толщины. В 
большинстве случаев (как при плоском напряженном 
состоянии, так и при изгибе) поля возникающих в них 
напряжений являются существенно неоднородными 
[8]. Следовательно, практически невозможна миними-
зация массы корпусных конструкций без использова-
ния в них элементов переменной толщины. 

В некоторых случаях находят паллиативное реше-
ние этой проблемы, например, стенки крупных верти-
кальных цилиндрических резервуаров для хранения 
нефтепродуктов изготавливают со ступенчато изме-
няющейся толщиной [9, 10]. Подобное решение также 
должно основываться на расчете пластин переменной 
толщины, контур которых упруго крепится к цилин-
дрической стенке резервуара.

По условиям нагружения таких объектов наиболее 
напряженным участком являются места стыка (чаще 
всего, сварки) обечайки и днища [11]. Прочностные 
расчеты показывают, что именно в этом месте толщина 
днища должна быть наибольшей, что приводит к весь-
ма нетехнологичному решению: изготавливать днища 
сосудов в виде круглых пластин с переменной от цен-
тра к краю толщины [12–14]. 

Естественно предположить, что конструкция тако-
го сложного изделия должна получаться в результате 
сложных расчетов по уравнениям сопротивления мате-
риалов, представляющим собой неоднородные диффе-
ренциальные уравнения второй степени [15]. Решение 
таких уравнений для конкретных объектов записывают 
в виде суммы общего и частных решений, то есть оно 
состоит из двух линейно независимых функций [16].

Однако такие подходы не обеспечивают оптими-
зацию конструкций сосудов, так как получаемые при 
этом детали и узлы равного напряжения еще не га-
рантируют одновременного достижения минимальной 
массы будущего объекта [17]. В то же время, суще-
ствует математический аппарат гипергеометрических 
функций, с помощью которого подобная проблема 
может быть решена [18].

Для одновременного достижения равнонапряжен-
ности и минимальной массы необходимо разработать 
новый метод, учитывающий такую постановку эффек-
тивной оптимизации и модель изгиба пластин разной 
толщины для реализации этого метода.

3. Цель и задачи исследования

Целью исследования является снижение металло-
емкости конструкций на этапе автоматизированного 
проектирования путем создания равнонапряженных 
конструктивных элементов при сохранении показате-
лей их надежности за счет рационального перераспре-
деления используемых материалов внутри элемента.

Для достижения этой цели в работе были поставле-
ны следующие задачи:

– разработать метод оптимизации формы круглой 
пластины переменной толщины, заключающийся в 
переходе от фиксированной толщины пластинки в ее 
центре к ее фиксированному объему;

– разработать модель изгиба круглой пластины пе-
ременной толщины в виде экспоненциальной функции 
Гаусса, учитывающую зависимость толщины в центре 
пластинки от ее объема.

4. Разработка математического обеспечения 
проектирования пространственных  

равнонапряженных деталей

4. 1. Метод проектирования формы равнонапряжен-
ных узлов сопряжения конструкционных элементов

Рассмотрим круглые пластинки радиуса R, по-
верхности которых либо одна плоская и одна вогну-
тая (рис. 1, а), либо обе – вогнутые (рис. 1, б).

Изменение толщины пластинки в радиальном на-
правлении r в достаточно общем случае можно описать 
функцией Гаусса [8]:

δ = δ − 2 2
0(r) exp( nr 6R ),    (1)

где δ0 – толщина пластины в центре при r=0. 
Параметр n в уравнении (1) определяет интен-

сивность изменения толщины круглой пластины в 
радиальном направлении. В окружном направлении 
толщина остается постоянной, т. е. форма пластины 
предполагается осесимметричной.

а

б

Рис. 1. Круглая пластина переменной толщины, 
защемленная по контуру r=R: а – плоско-вогнутая форма 

диаметрального сечения; б – двояковогнутая форма 
диаметрального сечения в исходном и деформированном 

нагрузкой p (заштриховано) состояниях
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Плоско-вогнутая форма сечения пластинки по-
лучается, если δ(r) откладывать от плоской нижней 
поверхности, двояковогнутая – если по обе стороны 
от плоскости z=0 откладывать размеры 0,5δ(r). Полу-
чаемая таким образом форма диаметрального сечения 
является достаточно общей, так как функцией (1) при 
положительных значениях параметра n могут быть 
описаны также и пластинки с выпуклыми поверхно-
стями (кривые 4 и 5, рис. 2).

Формы поверхностей с параметром n<0 можно 
рекомендовать для круглых пластин, изгибаемых по-
перечной нагрузкой p при жестком защемлении их 
контура, когда на контуре действует максимальный 
изгибающий момент (рис. 1, б). При шарнирном закре-
плении контура максимальный изгибающий момент 
возникает в центре пластины и предпочтительной 
становится форма с максимальной толщиной в центре, 
когда n>0.

При оптимизации формы диаметрального сечения 
круглой пластинки стремились к минимизации ее 
массы, определяемой объемом использованного мате-
риала.

Рис. 2. Графики зависимости толщины круглой пластины 
от её относительного радиуса x=r/R при δ0=10 мм для 
некоторых значений параметра n: n=–3 (1); n=–2 (2);  

n=0 (3); n=+2 (4); n=+3 (5)

Для жестко защемленной пластинки эта цель до-
стигается перемещением материала из недогруженной 
центральной зоны к периферии при сохранении посто-
янным объема пластины

 0V . Формула, определяющая 
изменение толщины такой пластины в радиальном 
направлении, получена из (1) в виде

( )
 

δ = ⋅ − π    − − 

2
0

V 2

V n nx
(x) exp .

R 66 1 exp n 6
  (2)

Второй сомножитель в (2) имеет неопределенность 
при n=0. Для этого значения следует принять

( )→

→

= =
 − − 

n 0

n 0

n
limK(n) lim 1.

6 1 exp n 6

  
(3)

Изменение толщины в радиальном направлении, 
определяемое функцией (2) для некоторых значений 
параметра n≤0, представлено на рис. 3.

Отметим, что вследствие экспоненциальности за-
висимости (2) при n<0 толщина на контуре пластинки 
возрастает значительно интенсивнее, чем убывает в 
центре: отношение δ(1)/δ(0)=exp(–n/6). Например, при 
n=–10 толщина на контуре пластинки в 5,3 раза боль-
ше, чем в центре.

Дифференциальное уравнение осесимметричного 
изгиба такой пластины при равномерно распределен-
ной нагрузке (давлении) р относительно угла поворо-
та нормали к срединной поверхности φ имеет второй 
порядок [5]:

 φ φ   + − − + µ φ = −          

2 2

2 2

d 1 d 1 nx
nx n px exp .

dx x dx x 2
 (4)

Рис. 3. Графики зависимости толщины круглой пластины 
от её относительного радиуса x=r/R при V0/(πR2)=10 мм 
для некоторых значений параметра n: n= 0 (1); n=–2 (2); 

n=–4 (3); n=–6 (4); n=–8 (5)

Содержащийся в правой части уравнения (4) без-
размерный параметр p  зависит от принятой матема-
тической модели диаметрального сечения пластины:

– при уравнении формы пластины в виде (1) имеем:

δ= = − µ
δ

3
2

3
0

pR
p p 6(1 ) ,

E
    (5)

– при уравнении формы пластины в виде (2) имеем:

 π − −
= = − µ ⋅ 

 

33
2

V
0

p 6 R 1 exp( n / 6)
p p 6(1 ) ,

E V n
  (6)

где p – интенсивность равномерно распределенной 
нагрузки; Е, μ – модуль упругости и коэффициент Пу-
ассона материала пластины.

Интеграл неоднородного уравнения (2) состоит из 
двух слагаемых, частного и общего решений.

Частное решение выглядит следующим образом:

 
φ = −  − µ  

2

0

px nx
exp ,

(3 )n 2
   (7)

где p  определяется формулой (5) или (6), в зависимо-
сти от способа задания формы диаметрального сече-
ния пластины.

Общее решение однородного уравнения (4) (при 
равенстве нулю правой части) задано в [5] степенным 
рядом, что при практических расчетах представляет 
определенные вычислительные трудности. В насто-
ящей работе решение этого однородного уравнения 
представлено с помощью вырожденных гипергеоме-
трических функций Уиттекера Mk,γ(z), Wk, γ(z) [17]:

γ γ

    φ = +        

2
2 2

1 1 k, 2 k,

exp(0,25nx ) 1 1
(x) C M nx C W nx ,

x 2 2  
  (8)

где k=(1–μ)/2, γ=1/2; С1 и С2 – произвольные постоянные. 
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Собственные функции решения (8) равны:

−
γ
 =   

1 2 2
1 k,

1
F (x) x exp(0,25nx )M nx ,

2  

 (9)

−
γ
 =   

1 2 2
2 k,

1
F (x) x exp(0,25nx )W nx .

2  
(10)

Примеры графиков функций (9) и (10) при значени-
ях n=3 и коэффициенте Пуассона μ=0,3 представлены 
на рис. 4.

Рис. 4. Примеры графиков собственных функций (9) и (10)

Функция F2(x) неограниченно возрастает при x→0, 
поэтому для круглой пластины принимали в (5) C2=0. 
Для кольцевой пластины константы C1 и C2 могут быть 
определены из граничных условий. 

Функции Уиттекера в некоторых случаях усложня-
ют анализ получаемых решений, поэтому в работе было 
предложено заменить их функциями Куммера [16]: 

− +γ
γ

 = + γ − + γ  
z 2 1 2

k,

1
M (z) e z M k;1 2 ; z ,

2
  (11)

− +γ
γ

 = + γ − + γ  
z 2 1 2

k,

1
W (z) e z U k;1 2 ; z .

2

  
(12)

После подстановки функций (11) и (12) в (8) полу-
чаем: 

γ −   φ = + γ − + γ +   
 + + γ − + γ    

1 2 2
1 1

2
2

1 1
(x) x C M k;1 2 ; nx

2 2

1 1
C U k;1 2 ; nx .

2 2

  

(13)

При приведенных выше значениях параметров γ, k 
и частном решении (7) угол поворота нормали к сре-
динной поверхности пластинки определяется в виде:

φ = φ + φ =

 + µ + µ   = ⋅ + −        
 

−  − µ  

0 1

2 2
1 2

2

(x) (x) (x)

nx 1 1 1 1
C M ; 2; nx C U ;2; nx

2 2 2 2 2

px nx
exp .

(3 )n 2
 (14)

Решение в форме (11) может быть использовано для 
кольцевых пластинок, т. е. в тех случаях, когда относи-
тельный радиус их контуров ≤ ≤1x x 1. Для сплошных 
пластинок, например для днища или крышки цилин-

дрического сосуда, нужно принимать C2=0, так как 
решение с функцией Куммера второго рода 

 + µ
⋅   

2nx 1 nx
U ;2;

2 2 2
 

неограниченно возрастает при x→0. Следовательно, 
решение задачи изгиба сплошной круглой пластинки 
переменной толщины будем искать в виде: 

2
1

2

nx 1 1
(x) C M ; 2; nx

2 2 2

px nx
exp .

(3 )n 2

+ µ φ = ⋅ −  

 
−  − µ  

  

(15)

Очевидно, что решение (15) удовлетворяет необхо-
димому условию 

=
φ =

x 0
0.

Если зависимость угла поворота нормали к средин-
ной поверхности пластинки φ(x) определена, то урав-
нение этой поверхности найдем интегрированием:

= − φ + =

+  = + −
− µ − µ − µ

∫ 0

2
1 1 2

0 2

w(r) R (x)dx C

C R F (x) F (x) pRx exp(0,5nx )
C ,

(1 )(3 ) (3 )n

  

(16)

где 

 + µ = − µ − µ − − µ     

2
2

1

1 nx
F (x) 3 (4 ) nx (3 ) M ;2; ,

2 2
  (17)

 + µ
= + µ − µ     

2

2

3 nx
F (x) 3 (2 ) M ;2; .

2 2
  (18)

Перейдем далее к моделям, содержащим нагружен-
ные пластины. В этом случае радиальный и окружной 
изгибающие моменты определяются формулами:

φ µ = + φ  
1

r

D (x) d (x)
M (x) ,

a dx x
  (19)

φ φ = + µ  
1

t

D (x) (x) d (x)
M .

a x dx  

 
(20)

где цилиндрическая жесткость пластинки с перемен-
ной толщиной, соответствующей (1), имеет вид:

 δ
= − − µ  

3 2
0

1 2

E nx
D (x) exp .

12(1 ) 2
  (21)

В результате получаем формулу для радиального 
изгибающего момента (14). 

Производная функции (12) выглядит следующим 
образом:

    φ + µ + µ
= + µ − µ −         

 +
−  − µ  

2 2

1

2 2

d n 3 nx 1 nx
C (1 )M ,2, M ,2,

dx 2 2 2 2 2

p(1 nx ) nx
exp .

(3 )n 2
 (22)

Учитывая (12) и (22), найдем
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   = + − µ −       
 − + −  − µ   

2
1

r 1 2 1

2 2

D (x) n x
M C M M

an 2

p(1 x nx ) nx
exp ,

(3 )n 2

  

(23)

где 

 + µ
=   

2

1

1 nx
M M , 2, ,

2 2
  + µ

= + µ   

2

2

3 nx
M (1 )M , 2, .

2 2

Из (13) и (18) получены выражения для угла по-
ворота нормали и изгибающего момента на контуре 
пластинки 

+ µ   φ = −      − µ1

n 1 1 p n
(1) C M , 2, n exp ,

2 2 2 (3 )n 2  

  (24)

r

2
2

1 2 1

M (1)

D px n
C M (1) (0,5n )M (1) exp .

a (3 ) 2

=

   = + − µ −     − µ 

 

(25)

Для конструирования равнонапряженной пласти-
ны после определения изгибающих моментов (19) и 
(20) вычисляются радиальные напряжения:

σ =
δ

r
r

V

6M (x)
(x) .

(x)
  (26)

Затем находим значение параметра n, при котором:

σ = σr r(0) (1).

 

 (27)

Постоянную интегрирования С1 определяем из ус-
ловий закрепления пластины по контуру х=1. В ито-
ге схема предложенного метода оптимизации формы 
круглой пластины переменной толщины, заключаю-
щийся в переходе от фиксированной толщины пла-
стинки в ее центре к ее фиксированному объему, имеет 
вид, представленный на рис. 5.

4. 2. Модель изгиба круглой пластины переменной 
толщины

Как видно из рис. 5, работа метода начинается 
с построения модели изгиба круглой пластины пе-
ременной толщины. Предложенная модель в виде 
экспоненциальной функции Гаусса позволяет опре-
делять оптимальную (равнонапряженную, мини-
мальной массы) форму сплошной круглой пластины 
с произвольным закреплением по внешнему конту-
ру. Модель позволяет отображать такое закрепление 
в промежутке от абсолютно свободного (шарнирного 
опирания) до абсолютно жесткого (защемленного). 
Рассмотрим абсолютно жесткое закрепление. Най-
дем для этого случая постоянную интегрирования 
С1 из (24) при условии закрепления пластинки на 
контуре х=1:

( )
( )= ⋅

− µ + µ1 2

exp 0,5n2p
C .

(3 )n M 0,5(1 ), 2; 0,5n  
(28)

Подставляем найденное по (28) значение С1 в (24) и 
получаем решение для жесткого закрепления:

( )
( )

φ = ×
− µ

 + µ   × ⋅ −  + µ    

2 2

2

px
(x)

(3 )n

M 0,5(1 ),2;0,5nxexp(0,5n) nx
1 exp .

exp(0,5nx ) M 0,5(1 ),2;0,5n 2  
(29)

Для подтверждения адекватности модели жесткого 
закрепления в виде экспоненциальной функции Гаус-
са проведем вычислительный эксперимент.

Рис. 5. Схема метода оптимизации формы  
круглой пластины

Для этого построим график зависимости функ-
ции (29) от аргумента х и параметра n (рис. 6).

Рис. 6. График зависимости функции (29) от  
аргумента х и параметра n

На рис. 6 видно, что функция угла поворота φ(х) при 
любом значении параметра n при х=0 и при х=1 равна 
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Прикладная механика

нулю. Это соответствует граничным условия жесткого 
закрепления при осесимметричном деформировании 
пластины, что подтверждает адекватность принятой 
модели и обеспечивает возможность ее корректного 
использования в методе оптимизации формы круглой 
пластины переменной толщины (рис. 5).

5. Обсуждение предложенного метода проектирования 
равнонапряженных узлов цилиндрических резервуаров

Результатом исследования является подтвержде-
ние эффективности использования метода оптимиза-
ции формы круглой пластины переменной толщины, 
заключающегося в переходе от фиксированной толщи-
ны пластинки в ее центре к ее фиксированному объе-
му. Результат также дополняет модель изгиба круглой 
пластины переменной толщины в виде экспоненциаль-
ной функции Гаусса. Модель учитывает зависимости 
толщины в центре пластинки от ее объема, используе-
мая в рамках предложенного метода.

Положительный эффект исследования подтвержда-
ет также практическое внедрение его результатов в ре-
альном САПР, действующем на производстве сосудов, 
работающих под давлением. Для этого на ПАО «Бер-
дичевский машиностроительный завод «Прогресс» 
(Украина) были проведены испытания описанного 
выше метода проектирования равнонапряженных уз-
лов сопряжения цилиндрических и плоских корпусных 
элементов на основе моделирования формы последних 
гипергеометрическими функциями. 

В качестве объекта проектирования была выбрана 
емкость, предназначенная для приема, хранения и 
выдачи концентрированных серной и азотной кислот 
на складах водоподготовительных установок, в соста-
ве которых имеются ионообменные фильтры. В ре-
зультате практических испытаний нового метода про-
ектирования получена конструкция днища емкости, 
сечение которого соответствует схеме, приведенной на 
рис. 1, т. е. такое днище обладает толщиной, увеличива-

ющейся к его краям. Форма такого сечения описывается 
выражением (2) при значениях толщины исходного 
(плоского) днища δ0=0,008 м, радиуса днища R=0,4 м 
и параметра n=–2. Интегрируя (2) при этих условиях, 
получим объем нового днища, равный 9,32·10–3 м3, что 
по сравнению с объемом исходного цилиндрическо-
го днища, равном πR2δ0/4=10,05·10–3 м3, дает экономию 
7,15 % объема (а, значит, и массы) при сохранении проч-
ностных характеристик днища в целом.

6. Выводы

1. Разработан метод оптимизации формы круглой 
пластины переменной толщины, заключающийся в 
переходе от фиксированной толщины пластинки в ее 
центре к ее фиксированному объему, что позволило 
обеспечивать равнонапряженность пластины. Метод 
отличается от известных тем, что он аналитически ре-
шает две задачи: находит семейство «равнонапряжен-
ных форм» детали (их для заданных исходных данных, 
как правило, бесконечное множество) и выбирает из 
них деталь наименьшей массы.

Это обеспечивает максимальную эффективность 
процесса оптимизации формы и позволяет достичь 
максимального технико-экономического эффекта.

2. Предложена гипергеометрическая универсаль-
ная модель изгиба круглой пластины переменной 
толщины в виде экспоненциальной функции Гаусса. 
Модель учитывает зависимость толщины в центре 
пластинки от ее объема, что позволило использовать 
ее в рамках предложенного метода оптимизации фор-
мы. Модель позволяет отображать закрепление днища 
в обечайке сосуда, работающего под давлением, в 
промежутке от абсолютно свободного (шарнирного) 
до абсолютно жесткого (защемленного). Для этого, 
в первом случае, условно предполагается жесткость 
обечайки равной нулю, а во втором, – бесконечности. 
Для реальных объектов модель позволяет назначать 
значение жесткости произвольно в этом промежутке.
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